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    Identification of Vibration Systems Using Sensitivity Analysis 
(4th Report, Application to a Rigid Body Structure Supported by Elastic Mounts 
               with Damping and Spring Properties)
Fumiyasu KURATANI, Takeshi FUJIKAWA, and Kozo OKITA
   The authors propose a method of direct identification of design parameters (mass, location of the 
center of gravity, the moment of inertia, spring constant, damping constant and the location of the 
support of elastic mounts) of a damped vibration system of rigid and elastic mounts. In this method, 
modal parameters are repeatedly modified by changing the design parameters based on the sensitivity 
analysis of the complex eigenvalue in order to correspond to the objective values (damped natural 
frequency, modal damping ratio, mode shape  coefficients)  . A calculation model and a rigid body 
model are examined to verify the usefulness of the method. 
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1.ま え が き
機械装置の防振支持において,防振 ゴムは使用方法
が比較的簡単であり,減衰要素 としての機能 を有する
ことから広 く利用されている。 しか し,防振ゴムを用
いて実際に防振支持を行った結果,所望の特性が得 ら
れない場合がある。これは,防振ゴム選定時に製造工
程による材料定数のばらつきがあること,実働状態の
荷重や取付状態などによってばね定数,減衰定数が選
定時 と異なること,さらに,防振対策 として,一自由
度系を主眼に設計 を行っていることなどが起因してい
ると考えられる.したがって,実働状態で所望の特性
が得 られない場合 には,まず実働状態の機械装置の重
心,慣性モーメントおよび防振 ゴムの動的ばね定数な
ど振動系の特性 を定める要素の定数,特に防振ゴムの
ばね定数および減衰定数を見直す必要があり,その こ
とにより,適正な防振支持の設計改善が可能 となる.
ところで,防振ゴムの動的ばね定数を測定する方法
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として,防振 ゴム単体の加振実験 より測定 した荷重一
たわみ曲線などから求める方法ωが一般に行われてい
る.し かし,実働状態での特性を測定する方法は比較
的少なく,防振ゴムで支持された構造物の加振実験で
得 られた伝達関数から特性行列を同定することによ
り,二次的 に構造物の重心,慣性 モーメント,防振 ゴ
ムの動的ばね定数を求める大熊 ら(2),仏円ら(3)の研究
が見 られるが,多自由度系モデルの特性行列 を同定す
ることに主眼がおかれてお り,要素の特性を直接定め
るには至っていない。
著者らは既鞭4x5》において,ばねで支持 された不減
衰系の構造物の重心位置,慣性 モーメント,ばね定数
などを直接物理定数の形で同定する方法 を検討し,振
動系定数の適正診断と,共振回避を主 目的 とした防振
支持設計の改善法を示した。 しかし,防振特性の向上
のためには,減衰性の確保 もまた重要である。そこで
本報では,不減衰系の手法を拡張し,複素感度解析手
法を用いて減衰要素 まで同定可能な減衰振動系の同定
手法を提示する。同定計算の目標 として用いる減衰固
有振動数,モー ド減衰比,振動モード形が同定精度に
大 きく関与 するが,現在,実験的モー ド解析技術が高
度にな り,精度の良いモー ド特性が得 られるようにな
ってお り,実機の振動実験か ら構成要素の特性定数を
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同定する手法は実用的に も意義のある技術と考えられ
る.
2。同定手法の考え方
2・1振動方程式および同定理論 本報では,剛
体がばね要素 と減衰要素を持つ防振ゴムなどの弾性体
で支持されているモデルを取 り上げる.こ こでは,説
明を簡単にするため,図1に示す剛体のスウェー振動
上下振動,ロ ッキング振動からなる三 自由度系モデル
を考える.通常,このようなモデルの振動解析では,質
量,慣性モーメン ト,重心位置,ばね定数,減衰定数,
支持位置などの設計変数(以後モデル定数と呼ぶ)を
与 えて固有値解析を行い,固有振動数 振動モー ド形
などのモー ド特性 を求める。 しかし本報では,逆にい
くつかの減衰固有振動数,モー ド減衰比,振動モー ド
形を与えて,モデル定数を同定する手法について考 え
る.まず,図1の モデルの振動方程式を求める。重心位
置を未知 としているため,方程式 を空間に固定した固
定座標系で考えることにする。今,図1に 示すように
固定座標系をo-xYz,剛体の質量 をm,同定計算の
初期値 として与えられる重心位置をG(GyGx),重心
を中心 とするX軸 方向まわ りの慣性モーメントをJx,
とする.こ こで,重心の γ軸方向の並進変位 を 〃σ,Z
軸方向の並進変位 をzc,重心 まわ りの回転変位 を θσ
とすると,重心を原点 とする重心座標系における慣性
力ベクトルFcは,
{藷ト聡羅欄
あるいは,記 号 を変 えて記述 する と,
孔=一[〃}06(1)
となる.凡 は,固 定座標 系 と重心座標系 を関連づ ける
0-XYZ:Fixedcoordinat臼
G:Centerofgravity
ZJx:Momentofinertia
垂 P
d
JzO
G
r
r
}R
卯 駒
δ
1
Cay
濯h、 a
C
b
N
b
J
i
4
r
雨k擁
k。z
ノ
ーLay
Cb。屯
ITI;
o
●
しby▼0
図1剛 体系モデル
?
?
??
?
座標変換 行列1:Tm1を用 いて,次 式の よ うに固定座 標
系 にお ける慣性 力ペ ク トルFMに 変換 で きる(d)。 ただ
し,び は固定座標系 におけ る変 位ベク トルである.
Fm=一[T]T[11.{[τ那1δ(2)
ここで,
凡=も 偏,ん,〃 鷹}T
乙r=={ygz}B}T
1° 一一Crz
[Tm]=01Gy
_001
実際の防振支持 では多数の弾性体 で剛体 を支持 する
場合 もあ るが,こ こで は図1に 示 す ように,3個 の ば
ね要素 と粘 性減衰要素 に集約で きる としたモデル を考
える。ばね定数 を ⑳々,妬,kbx,減衰定数 を6。y,o傷,Cbz,
さらに支持位 置 をLay,乙齪,Lbyとす る.ま た,ば ね要
素,減 衰要 素の 支持位 置 にお け る γ軸 方 向,Z軸 方
向 の変 位 をya,z。,Zbとす る と,減 衰 力 ベ ク トル ハ。
は,
{寡ト嘗÷義燭
あるいは,
夙。=一[Clα(3)
弾性力ベ ク トル 昂々は,
{ll甘襯]{1}
あ るいは,
夙恕==一[κ}α(4)
とな る.さ らに,FIC,瓦鳶は,座 標 変換 行列1S,を 用
いて,固 定座 標系 におけ る減衰 力ベ ク トル 瓦 ,弾性 力
ベ ク トルkに 変換で きる(4)。
量:監糠 移}(5)
こ こ で,
孔=(鳥fIZ,Mcr}T
A={ん,ん,TMar
[叫1蜘
式(2),(5)より,図1に 示す モデルの 固定座標 系 に
お ける自由振動方程式 は,次 式 とな る.
碗U+Cこ アー←kU=0(6)
ここで,
挽隅[τ贋】ア【〃}[7㌔】
∂=[τ,}ア[Cl[7恐】
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通常の振動解析 では,式(6)に対応する次の固有方
程式
ノ{多痂ハ弓・→一λノδハ弓+kN;=U(7)
を解 くことにより,共役な対を有する6組 の複素固有
値 ん,複素固有ベク トルN,を求めることになる。また
一般 にん=αノ+i/3;における実部 は減衰率,虚部 は減
衰固有角振動数 と呼ばれ,減衰固有振動数 ゐ,非減衰
固有振動数w;,モー ド減衰比 ると次の関係がある。
鍵熱}(8)
ところで,本報ではい くつかの減衰固有振動数9モ
ー ド減衰比,振動モー ド形を与えて9モデル定数を同
定することを目的 としてお り,以下その手法について
説明 していく.同定計算の流れは,既報㈲(5)までと同様
であるが,既報 と異なる点は,複素固有値問題 に関す
る感度を用いて,減衰振動系の同定を行 う点にある.
同定計算の流れは以下のとお りである.
(1)振動系を表すモデルを図1の ように構築 し,
同定すべ きモデル定数(以 下モデル変数と呼ぶ)の 選
定および初期値の設定 を行い,複素固有値解析,複素
感度解析によりモー ド特性,モー ド特性感度を算出す
る.
(2)算 出した感度 を用いて,初期モデル変数 を変
更 したときのモーダルパラメータを予測 し,その予測
値 と目標 とするモー ド特性との偏差 を最小 にするよう
に,繰返 し計算によりモデル変数の修正量 を決定す
る。
2・2複素固有値問題の感度解析(B)モ デル変数
を一般 にdkと表 し,(ムの初期値uk。と修正後のdk
の関係を修正率Ykを用いて次式のように表す.
dh==dka(1十Yk)(9)
ん,鵬はYkの関数であるので,初期値 まわ りにテーラ
展開すると次式 となる.
高 ㍊慧 な工:::}(1・)
式(10>にお ける λ二,1Wはそれ ぞれ固有値,固 有 ベ ク ト
ルの一次感度 と呼 ばれ,以 下 のよ うに して求 め る。固
有 方 程式(7)を γんにつ い て偏微 分 し,左 か らNorを
乗 じた式 を整理 し,式(7)全体 を転 置 した関係 を用 い
ると,ハケを含む項 が消去 され,さ らにその式 を整理す
ることに よ り,次式 の ように固有 値の一次感度 が求 ま
る.
〉一・一ハ翼λ物'÷ んε'+k')N;/v;(11)
こ こで,
励'e[71況】「{副[丁 加]÷[丁曜】γ[刎'[丁屑}
+[丁加r[胡[丁 飛]'
∂'=[TIT'1s1[C】[?'SJ÷[Tlrs[C]'[T,}
+[勾7〔C}[7㌔】'
k'=[T3Jr"[K][T.4J+[Ts]T[K]'[T4]
+[7'3]T[K][Ts]'
dノノ=2V7(2!モノ2兄→-C)1V;
こ こ で,[M],〔C1',[K]',[丁卿γ,[T31'はそ れ ぞ れ[M],
[C],[K],[Tm],[Ts]の修 正 し よ う と す る モ デ ル 変 数
dkに 関 す る 偏 微 分 で あ る が,そ れ ら の 成 分 の う ち,dk
に 関 す る 成 分 だ け を み で 微 分 し,他 の 成 分 は 零 と し
た マ ト リ ッ ク ス と な る 。 と こ ろ で,考 は 複 素 数 で あ る
の で,考=66+Z,の よ う に 実 部 と 虚 部 に 分 け る と,a;,
β∫は,そ れ ぞ れ 次 式 で 求 め ら れ る。
箋:離}(・2)
これらに関連する減衰固有振動数感度刀1非減衰固有
角振動数感度 妨,モー ド減衰比感度 ζは,式(8)を
rkについて偏微分することによ り,以下のように求
まる。
刀=β ∫/2π
ωラ茸(癩 γ==112(α多+β多)41/2(2aa;+2βゴβ∫)
一(α、傷 一←βノβつ/ωノ
彰一(-a;!鷹)'一(一 砺1ω,)'
一 一一a;/ω、+α、ω二1ω多
瓢 一{x;/ω,+αノ(a;a,+β,β∫)/ωラ
(13)
また,ハ弓'につ いて は,固 有 方程 式(7)をykで偏 微
分 した式 を整理 した,次 の一次 方程 式 を解 くことによ
り求 まる。
????
???
(14)
[Qノ]=λ鋤+ん ∂+k
君=一(2λノλ∫2死十λ二C→一λ多挽'一←λノ∂'十k'>N
た だ し,式(14)の左 辺[Qノ】は正則 で は な いの で,既
報(ηで述べ たよ うにマ トリックスの ランク を一つ下 げ
てN;を 求め る必要が ある。
2・3モ デル変数 の修 正法 振動 測定 にお いて は
ん用のセ ンサ を用 いる と,回転変位 を直接 に測定す る
こ とは困 難で あ るため,既#{3(4)と同様 に,2・2節まで
で扱 って きた回転成分 を含 む固有ベ ク トルおよび固有
ベ ク トル感度 を次の座標変換 を行 う ことによ り,測定
位置 に対 応す る振 動モ ー ド形 お よび その感度 に変換
し,測 定位 置 との整合性 を図 る.
N工工一ElectrOnlcLibraryService
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翻 劉(15)
ただ し,[篇!は式(5)中の[T3]と同形であ り,支持
位置を測定位置に置 き換えた ものであるs
モデル変数の修正量の算出方法は,既報(ηに詳細 に
述べているので簡単に述べる.
初期モデルの減衰固有振動数,モー ド減衰比,振動
モー ド形などのモー ド特性 をまとめて δo,目標 とする
モー ド特性を δ*,一次感度 を[S],各モデル変数の修
正率 をま とめてrと すると,モー ド特性の予測値 δ
は,
s=so十[sir (16)
と表 され,そ の予測値 δと目標値 δ*の偏差の二乗和
E=(s*一δ)r[W](δ*一δ)(17)
が,最 小 になるよ うに,次 式 を解 いてrを 求 める。
{[s]T[w][S]}r=[s】T(ユ(δ*一δ。)一 ・・(18)
ここで,〔V円は各 目標 の重 み係数行列 である。
なお,実 際 の計算において振動 モー ド形 は複 素数 で
あ るため実部 と虚部 に分 けて取扱 う.さ らに,式(16)
の予測 値が 一次 感度 よ り求 めた もの で あ るた め,式
(i8)で得 られた%kが 大 きい場合 に は予測誤差 が大 き
くな る。 そこで,Ykの大 きさを制限 した,小 さな修正
を積み重ねた繰 返 し計算 に よ り,最良なモ デル変数 を
求 める.
3.手法の妥当性の検討
提示した手法の妥当性を検討するために,以下では
防振ゴムで支持された簡単な剛体モデルの同定計算を
試みる。
3・1数値実験例 例 として,図1の モデルが表
1に示すモデル定数を有するとして,そのモデルの固
有値解析で得た減衰固有振動数,モー ド減衰比,振動
モー ド形の情報をもとに,重心位置 ばね定数,減衰
表1モ デル定数
定数等の モデル定数 の同定 を試 みる.
固有値解析 の結果 を図2に 示 す.図2(b)～(d)は,
一次か ら三次 までの振 動 モー ド形 を,図2(a)(図1
と同 じ)に 示 す太線の ワイヤフ レーム形状で置 き喚 え
て示 した もの である。 目標 としては,一 次 か ら三次 ま
での減衰固有振動数(3個),モ ー ド減衰比(3個),振
動モー ド形(24個)の 計30個 を設定 した.た だ し,振
動 モー ド形 としての 目標 は9測 定点 として図1の 点a
の γ,...:..方向,点bのZ軸 方 向,点dの.:....方向
を選 び,さ らに実部,虚 部の情報 を持 つため24個 とな
る.こ こでは,質 量mお よび支 持位 置 ム⑳,五π,Lδg
だけが既知 で7残 りの モデル定数が未知,す なわ ちモ
デル変数 の数(以 下Npと 記 す)が9個 の場合(ケ ース
d
C
司
(a)
し
菅2:16、5フHz
ζ2二4.x'.75
?
?
(c)
図2
???
Modelρara旧e七et・S
m kg ioO kay 阿ん 5.OX105
Jx kg・m 150 kaz N/m 6.OX105
Gy m 1.9 kbz N/m 7.OX105
Gz m i.s LaY m 0.5
CayN・s/m a.oxio3Laz m 1.Q
CazN・s/m 3.OX10'Lby m
噸
4.0
CbzN・s/m 4.OX103
(3:24.86Hzζ
3:0.493
cal
振動モー ド形(固 有値解析結果)
initialvalue
Casel.JX=1{Ml,Gy-Gz=1.0,cay=caz=cbZ=1.OX103,
kay=kazkbZ1・OX106
Case2:cay=caz'cbz1・0刈0㍉k、y歌a2・kb2=1・ °X105
図3繰 返 し 数 と 偏 差 の 関 係
N工工一ElectrOnlcLibraryService
844 感度解析を馬いた振動システムの同定(第4報)
i:N,=9),および弾性体のばね定数,減衰定数だけ
が未知,すなわちモデル変数の6個 の場合(ケース2:
茄 耳6)の2とお りの場合について同定計算を試みた。
ただし,初期値の設定は,図3の 下部に示す とお りと
した.
図3に,同定計算の繰返 し数 と目標 との偏差の関係
を示すが,どちらの場合 も偏差が小さ くな ってお り,
同定された値は表1の 値 と全 く等しくなった.
3・2実験データを用いた同定 次 に,図4に 示
す防振ゴムで支持された簡単な剛体モデルの実測デー
タからの同定計算を試みる。ただし,本報では平面問
題 に制約 して方程式を考えたため,X軸 方向 とY軸
方向が連成 しないように,X軸 方向に関 しては,Y
軸上に重心が くるようにし,防振ゴム もX軸 方向に
ついては同じ特性の ものを用いた。さらに,打撃する
場合 もX軸 方向に加振されないように注意 した.ま
ず,打撃試験により得た伝達関数から,モー ド解析ソ
フ トを用いて,減衰固有振動数,モー ド減衰比,振動
モー ド形を算出する.次に,その情報をもとにモデル
定数の同定を行 う。 ここでは,算出された値の確証の
ために,同定されたモデル定数 を用いて伝達関数を再
構成 し,実測した伝達関数 と比較することにより妥当
性の検討を行 う。
測定方法はs図4に 示す点a～dに加速度計 を取付
け,点bをZ軸 方向 に打撃 した ときの伝 達関数 を
FFTアナライザで求め,そのデータをコンピュータ
に転送 し,モー ド解析 ソフト(SMS社製)に より減衰
固有振動数,モー ド減衰比および振動モー ド形 を算出
した.例として,点bのY軸 方向の応答の伝達関数お
よびカーブフィット結果を図5に 示す。 また,モー ド
解析結果を図6に 示す.図6(b)～(d)は,3・1節と同
様 に一次から三次 までの振動モー ド形 を,図6(a)
(図4と同じ)に示す太線のワイヤフレーム形状で置き
換えて示した ものである。この結果をもとに同定計算
表2同 定されたモデル定数
Model inl七lal Final Exact
parametervalue value value
mkg 50.5 岬 一
JXkg° 扇 LO 1.0正O 1,037
Gy団 1.OX10-23.186×10"23.094×10一
GZtp 1.OX10-'7.754×10_2T.522×10一
CN・s/may 1.OX103 1。051×103 層
CN・S/maz 1.oxlo3 8.427×102 轄
CbzN・s/m 1.OXlQ3 9.610×102 一
kayN/m 1.OX105 4.225×105 一
kNIAaz r.oxta8 1.368×108 一
kbz酎 ん 1.OX106 1.722×108 一
v
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O5204060
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図5伝 達関数およびカーブフィット結果
(打撃:点bZ軸 方向,応答:点bY軸 方向)
C
a
d一
ミ
一
b
L一
(a}
???
?
?
?
?
」
?
??
?
?㌧
???
図4実 験モデル
fz:38.91Hz
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(c)(d)
図6振 動 モ ー ド形(測 定 結 果)
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図7測 定結果 と再構成結果の比較
(打撃:点bZ軸 方向,応答:点bY軸 方向)
を行 うがr同 定す るモデル変数 は,質mだ けを既知
とした残 りの慣 性 モー メ ン トみ,重心位置G .y,GZ,ば
ね定 数kay,α々,kbz,減衰 定数o⑳,cα,Cbzの9個の モ
デル定数 を同定 する.な お,ば ね定数,減 衰定数 は,図
4の モデルの弾性体 を図1の よ うに3個 のばね要 素,
減衰要素 にモ デル化 した。 また,目 標 は一次 か ら三次
までの減衰固有振動数,モ ー ド減衰比 お よび振 動モ ー
ド形の実部の計18個 を設定 した.表2に 同定 され たモ
デ ルの モ デ ル定 数 を示 す が,ゐ,Gン,G。に つ いて は,
質量 と形状 か ら算 出した値 を併記す る。 また,図7に,
同定されたモデルのモデル定数を基に再構成した伝達
関数 と打撃試験によって得られた伝達関数の比較を示
す.実線が実験結果で,破線が再構成結果である.両者
を比較すると.コンプライアンスの大 きさだけでな く,
位相も良い一致を示していることがわかる.また,他
の測定位置 における再構成結果 も良好な精度であっ
た。
4.結 言
本報では,防振ゴムなどの減衰特性 を有する弾性体
で支持された劉体モデルに対 して,実験的モー ド解析
で得 られた情報をもとに,モデルの重心位置,慣性モ
ーメントおよび弾性体のばね定数,減衰定数を物理定
数の形で直接同定する手法を提示した.
そして,数値実験あるいは実測データからの同定を
試み,本手法の妥当性を示 した。
文 献
(1)防 振 ゴ ム研 究 会 編,防 振 ゴ ム,(昭50),95,日本 鉄 道 車 両 工
業 会.
(2)大 熊 ・長 松,機 論,52-484,C(昭61),3145.
(3)Butsueri,T、,Ookuma,M.andNagamatsu,A.,&4ル1
Tech.Faper,850551(1986),
(4)鞍 谷 ・藤 川 ・沖 田,機 論,53-487,C(昭62),542,
(5)鞍 谷 ・藤 川 ・沖 ●,機 論,54-506,C(昭63),2422.
(6)沖 上 ・藤 川 ・今 西 ・阿 部,機 論,50-452,C(昭59),4.
(7)藤 川 ・新 田 ・沖 田 ・鞍 谷,機 論,52-476。C,(昭61),1224,
討 論
〔質問〕 成 田 吉 弘 〔北海道工業大学〕
モデル定数を,次元 を持たせたまま同定法に導入 し
ておられるが,例えば質量とばね定数のように次元 も
数値も大きく異なる場合 にはスケーリングにより同等
のオーダの数値に変換 して同定したほうが良いのでは
ないか.
〔回答〕 ご指摘の ように,スケー リングによ り,
数値計算上の誤差 も小 さくなると考えられる.そこで,
本研究においてもプログラムの改良を図っていきたい
と考えている.
〔質問〕 真 鍋 克 士 〔鉄道総合研究所〕
(1)モ ード特性の選び方,重み関数のとり方によ
って同定する定数の決定精度は変わらないか.
(2)振 動モー ド形(例 えば図2の 三自由度系)を
24個の数値 として表現 しているが,多すぎな1か.情
報量が重複しているように考えられる.
(回答 〕(1)ご 指摘の よ うに,目 標 とす るモー ド
特性 が実験 デー タで誤 差 を含 む可能性 が あ る場合 に
は,モ ー ド特性 の選 び方,重 み係 数の与 え方に よ って
同定 された値 が異な る場合 があ る。特 に,モ ー ド特 性
の選 び方 において,あ るモー ドに関 す る情報 を全 く含
まない場 合 には,同定 された値 が物理 的 に意味 を持た
な い場合 も生ず る.そ こで本報 で は,目 標 としてすべ
ての 自由度の情 報 を含む よ うに し,重 み係数 につい て
も,測 定精度 の高い と考 え られ る固有振動数,モ ー ド
減衰比 の重み を大 き くし9同 定精度 の向上 を図 って い
る.
(2)図2の モデルは三 自由度系 であ るため,運 動
を一義的 に決定す るため には少 な くとも3点(例 えば,
図2の 点aのY,Z方 向,点bのZ方 向)の 情報 を得
る必要が ある.さらに,振 動 モー ド形 は実部,虚 部の情
報 を持つ ことを考 えれば,三 自由度系の情 報 として は,
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3点x2個 ×三 自由度=18個 とな る。 したが って,振
動 モー ド形 を24個 の情 報 として表 現 する とご指摘 の
ように冗長 とな るが,著 者 らの経験 か ら9実験 デー タ
を基に同定する場合 には,本報のように自由度 より多
い測定箇所から得られた冗長なデータから同定を行っ
たほうが同定精度が高い と考えている.
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